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aus der Couroms-Anregung von %Dy ermittelten
Wert B(E 2; 0— 2) = (4,46 1£0,30) - 10748 %> cm™.

Der neue Wert der Lebensdauer erfordert zugleich
eine Korrektur des von Kinpic ¢, Maxning und Ro-
GErs Y angegebenen g-Faktors des 87 keV-Niveaus
von 100Dy,

MaxniNg und Rocers fanden aus der gestorten
Winkelkorrelationsmessung mit den 1280 keV —
87 keV- und 1170 keV — 87 keV-Kaskaden das fol-
gende Produkt:

? G. Ma~~ine u. J. Rocers, Nucl. Phys. 19, 675 [1960].
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Gy o 112 0,19+ 0,03
In 2

mit oL =g ux (f B/h).

Die verwendete Magnetfeldstarke betrug B=12kG.
Mit einem effektiven Feldparameter $ = 6,0 und dem
von den beiden Autoren errechneten Abschwichungs-
faktor G,=0,810,12 ergibt sich der korrigierte
g-Faktor zu g=0.21=£0,08.

Wir danken Herrn Prof. Dr. Warcuer fiir sein for-
derndes Interesse am Fortgang dieser Arbeit.

Berechnung der Oberflidhe von Kernmaterie mit Hilfe
spezieller Einteilchen-Wellenfunktionen™

Von Franz LanzL

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Gottingen
(Z. Naturforschg. 17 a, 640—649 [1962] : eingegangen am 16. April 1962)

Using a Yukawa interaction between the nucleons the volume energy per particle and the specific
surface energy are calculated. These expressions assume a very simple form for a zero range inter-
action. The space parts of the applied orthogonal single particle wave functions are products of plane
waves and a momentum independent function which brings about the decrease in density within the
surface layer. First the volume energy per particle as a function of the density in the interior of
nuclear matter is minimized. The interaction parameters are so selected that the values of the volume
energy per particle and the density at the minimum agree with the experimental data. Then the sur-
face energy as a function of the surface thickness is minimized. The values of the surface energy and
the surface thickness in the minimum are compared with the empirical data. They are found to be of

the right order of magnitude.

I. Einleitung und Uberblick

In der Werzsicker-Formel fiir die Bindungsener-
gie von Atomkernen treten zur Zahl A4 der Nukleo-
nen und zu A23 proportionale Glieder auf, die als
Volumen- bzw. Oberflichenenergie gedeutet werden.
Die weiteren Glieder der WEeizsicker-Formel, wie
CouLomB-, Symmetrie- und Paarungsenergie, liegen
nicht im Rahmen der folgenden Betrachtungen. Da
der allgemeine Verlauf der Bindungsenergien, abge-
sehen von Abweichungen, die vom Schalenaufbau
der Kerne herrithren, durch die Bindungsenergie-
formel gut wiedergegeben wird, scheint es verniinf-
tig, die Oberflache fiir sich zu betrachten. Eine Be-
statigung dafiir erhdlt man aus den Elektronenstreu-
experimenten von Horstapter !, die die Annahme
gestatten, dall die Protonendichte im Inneren von
schweren Kernen konstant verlduft und am Rande
innerhalb einer Schicht, deren Dicke weitgehend vom

* DT
! Zusammenfassung: R. Horstapter, Rev. Mod. Phys. 28, 214
[1956].

Atomgewicht unabhéngig ist. nach Null abfillt. Fir
das Weitere nehmen wir an. daf} die Neutronen die-
selbe Verteilung wie die Protonen besitzen. Die

Oberflache ist dann als Gebiet veranderlicher Dichte

definiert.

Fir die Breite ¢, innerhalb der die Dichte von
90% auf 10% des Wertes im Inneren fallt, findet
HorstapTER ¢=2.4-10713 ¢cm. Fiir den Radius, bei
dem die Dichte die Halfte des Wertes im Inneren
annimmt, gilt dabei Ry =ry A" mit ry=1,1-10"13
cm. Der experimentelle Wert? des Koeffizienten von
A?3 in der Wezsicker-Formel gibt den Wert fiir
die Oberflachenenergie pro Flacheneinheit oder die
spezifische Oberflichenenergie S durch die Bezie-
hung: 47r3>S=17.8 MeV.

Die Abhingigkeit der Groflen ¢ und S von den
Eigenschaften der Nukleonen und ihrer Wechselwir-
kung ist Gegenstand der theoretischen Arbeiten iiber

2 S. A. Moszkowskr, Hdb. d. Phys. 39, 416.
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BERECHNUNG DER OBERFLACHE VON KERNMATERIE

die Kernoberflache, von denen die wichtigsten kurz
angefiihrt werden. Dabei rechnet man teils mit end-
lichen Kernen, teils — wie es auch in dieser Arbeit
geschieht — mit Kernmaterie, d.h. einem System
von sehr vielen Nukleonen ohne Beriicksichtigung
der Couroms-AbstoBBung, wobei dann nur die Eigen-
schaften der Kernkrifte in die Berechnung eingehen.

v. Weizsicker ? beniitzt zur Bestimmung der Ober-
flichenenergie nur den kinetischen Anteil, zur Be-
stimmung der Dicke der Oberflache die kinetische
und potentielle Oberflichenenergie. Dabei finden je-
doch nichtorthogonale Einteilchen-Wellenfunktionen
Verwendung. Sowohl in den Arbeiten von GomBas
als auch von Berc und WiLers ¢ ist die Dichte der
potentiellen Energie als Funktion der lokalen Teil-
chendichte angesetzt. Variiert wird der Verlauf der
Teilchendichte. SwiaTeck: ® findet seine orthogonalen
Einteilchen-Wellenfunktionen aus einem angenom-
menen Einteilchenpotential. Die Oberflichenenergie
und die Abfallsbreite werden dann Funktionen eines
Parameters des Einteilchenpotentials. Der Wert die-
ses Parameters wird durch das Minimum der spe-
zifischen Oberflachenenergie festgelegt. BRUECKNER
u. a. ® und RopsEere 7 verwenden zur Berechnung der
potentiellen Energie in endlichen Kernen auch in der
Randzone verinderlicher Dichte die K-Matrixele-
mente, die fir konstante Dichte in Kernmaterie ge-
wonnen sind.

In der vorliegenden Arbeit wahlen wir die ortho-
gonalen Einteilchen-Wellenfunktionen abhingig von
der Abfallsbreite und berechnen damit den Energie-
ausdruck ohne Vernachldssigung in Abhéangigkeit
vom Gesamtverlauf der Wellenfunktion. Das Pro-
gramm sieht im einzelnen folgendermaflen aus: Der
Verlauf der Dichte soll nur von einer Richtung, die
mit z; bezeichnet werde, abhingig sein. Der Abfall
der Dichte sei symmetrisch beziiglich des Nullpunktes
der x,-Achse. AuBerdem wird die Ausdehnung der
Kernmaterie in den beiden anderen Richtungen z,,
x, als grof} gegeniiber der in x; angenommen, so daf
gegen den zu z,; senkrechten Anteil der Oberfliche
die iibrigen vernachlassigt werden konnen. Im In-
neren von Kernmaterie sind die Einteilchen-Orts-
funktionen wegen der Translationsinvarianz ebene

3 C. F.v. Weizsicker, Z. Phys. 96, 431 [1935].

4 Zusammenfassung und Literatur: L.WiLers, Rev. Mod. Phys.
30, 542 [1958].

5 W. J. Swiateck, Proc. Phys. Soc., Lond. A 64, 226 [1951].

6 K. A. BRueckxer, A. Lockerr u. M. RorexsBere, Phys. Rev.
121, 255 [1961].

7 L. Roosere u. V. Tepritz, Phys. Rev. 120, 969 [1960].
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Wellen. Wir setzen nun unsere Einteilchen-Ortsfunk-
tionen als Produkt aus ebenen Wellen und einer von
x, abhingigen, allen Teilchen gemeinsamen. reellen
Funktion an, die im Inneren gleich eins ist und fir
x,; — o nach Null strebt. Aus der Orthogonalitits-
bedingung ergeben sich Forderungen an die gemein-
same Abfallsfunktion. Nun wird die Form dieser
Funktion geeignet gewahlt, um mit Hilfe der Ge-
samtwellenfunktion — einer Srarter-Determinante
aus Einteilchen-Wellenfunktionen — den Erwartungs-
wert der Gesamtenergie explizit berechnen zu kon-
nen. Dabei gelingt die Aufteilung in Volumen- und
Oberflachenenergie. Jetzt variiert man als Funktion
der Dichte im Inneren die Volumenenergie pro Teil-
chen und fordert, dal} sie den empirischen Wert von
— 15,75 MeV bei der empirischen Dichte annimmt.
Hierdurch werden die Konstanten fiir die als Zen-
tralkrafte mit den verschiedenen Austauschanteilen
angenommenen Nukleonenwechselwirkungen bis auf
die Reichweite festgelegt. Dann wird die spezifische
Oberflichenenergie als Funktion der Abfallsbreite
variiert. Thr Wert im Minimum und die dazugeho-
rige Abfallsbreite sind abhingig von den Werten
der konstanten Dichte im Inneren, der Volumen-
energie pro Teilchen und der Reichweite der Kern-
kréafte und konnen mit den gemessenen Ergebnissen
verglichen werden.

I1I. Die Wellenfunktion

Wir machen fiir die Einteilchen-Ortsfunktion den
Ansatz

@ (x) = (8Ly Ly L) 7"+ f(xy) exp{i k-x}, (1)
also ein Produkt aus ebenen Wellen, einer fiir alle
Werte des Wellenzahlvektors k gleichen, reellen
Funktion f(z;) und einem Normierungsfaktor. Der
fiir verschiedene Impulse jeweils andersartige Abfall
am Rand und etwaige Anderungen von K in der
Oberflache sind dabei nicht beriicksichtigt. X gibt
den Ortsvektor mit den Komponenten 2, , 5, 23 an.
Die ebenen Wellen werden durch die Forderung quan-
tisiert, daB exp{ik-x} bei z,=L, und z,= —L,
(r=1, 2, 3) denselben Wert annehmen soll. Die
Komponenten von k werden dann

ky=n, Ak, =n, (7/L,) ; (2)

der Betrag ist k= (k> + ky* + k4%) 2. Die n, durch-
laufen positive und negative ganze Zahlen.

Zur Durchfiihrung der Orthonormierung stellen
wir die Funktion f?(x;) folgendermafien in den ein-
zelnen z,-Intervallen dar (vgl. Abb. 1)
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u(—z,—Ly) —o Sz < — Ly, %)
l+w(—2,—L)) -L, <2 <0, u 1 i
() = fir 3 |
f, 1+w(z,—L;) 05 XL, (3) i L
Lyl 0 L Xy
u(xl—Ll) L1£.‘L‘1£N. ,‘L d 1 ,: '
f*(z) setzt sich also zusammen aus einer Konstanten vom Wert 1 utxLi) \‘\”(”'L’)
fir —L; <z, < L, und Funktionen « und w, die fiir den stetig (w(—" & Wikl "
differenzierbaren Ubergang vom Wert 1 im Inneren zum Wert : 1
Null fir 2, gegen unendlich sorgen. Der Abfall soll an beiden  Abb. 1. Oben: angenommener Verlauf von
1! o%p =)

Seiten symmetrisch. d. h. f?>(ay) =/?( —2,). sein. Es soll betont

7 (ry) : unten: die Zerlegung von f*>(z;) in den

verschiedenen p-Intervallen.

werden. dal} die Einteilchen-Ortsfunktionen tber 2z, = L,
hinausreichen. Das Orthonormierungsintegral lautet:
R T .
[ gt (x) qu(x) dX = (8 Ly Ly Ly) 1 [ day [ da, [ dag f(xy) expli(k—1) -x} (4)
) —~ =L, =L,

Ly
= Op.t. Ok, (2Ly) 71 exp{i(k;—1;) z,} dz,

=L,

+2(—1)E WL [u(z,) cos(hy—Ly) 7 day + [ w(zy) cos(ky— ) 2, day | |

0

In der - und x3-Richtung haben wir reine ebene
Wellen: wegen der periodischen Randbedingungen
wird zwischen — L, <2, < Lyund — Ly <23 < L
integriert. Die nach dem zweiten Gleichheitszeichen
angegebene Form erhalten wir. wenn in den Integra-
len iiber u(—2;—L,) und w(—2y—L;) die Ver-
anderliche x; durch — z, ersetzt und dann noch eine
Translation um die Strecke L; entlang der positiven
x,-Achse ausgefiihrt wird. Dabei ist angenommen.
daB w(z,) schon fiir Werte von |z, | < L, praktisch
verschwindet. was sich fiir geniigend grolles L, stets
erreichen lassen sollte. Die Orthonormierung ist be-
reits durch das erste Integral erfillt. Die Integrale
in der eckigen Klammer miissen deshalb fiir alle im
Grundzustand vorhandenen %, und [; verschwinden.
Fordert man das Verschwinden sogar fur alle
und /; . so gilt

u(z)) = —w(—=z). (5)
Der Einfachheit halber soll diese stirkere Forderung
fiir das Weitere verwendet werden. Aus der Giiltig-
keit von (5) und der Forderung fir die Stetigkeit
von f?(x,) findet man

u(0) = —w(0) =1/2.

Die Stetigkeit der Tangente ist dadurch automatisch
erfillt.

Der Grund dafiir, daf} hier die Orthogonalitat
der Einteilchen-Wellenfunktionen so stark betont

e l

wird, ist das Auftreten von zusitzlichen Gliedern im
Erwartungswert der Energie fiir nichtorthogonale
Einteilchen-Wellenfunktionen 8 im Vergleich zu dem
in dieser Arbeit verwendeten Energieausdruck. Diese
zusdtzlichen Glieder liefern Beitrdge zur Oberflachen-
energie. Die unternommenen Versuche, diese Aus-
driicke zu berechnen. scheiterten an deren Kompli-
ziertheit.

Um die Rechnung durchfiihren zu konnen. ver-
wenden wir fiir w(x;) spater die spezielle Form

u(z) =%e 4%, (6)

Der Parameter a hiangt nach der Gleichung
t=(2In5)/a (7)

mit der Abfallsbreite ¢ zusammen. innerhalb der
f?(x;) von 0.9 auf 0.1 fillt.

Die Gesamtwellenfunktion @ wird in bekannter
Weise als Stater-Determinante aus den Einteilchen-
Wellenfunktionen

Yn=%n<nn

aufgebaut, die sich aus dem Ortsanteil ¢, nach Gl.
(1) und den Spin- und Isospinwellenfunktionen 5,
und 1, zusammensetzen. Jede Ortsfunktion ist vier-
fach besetzt. da Protonen und Neutronen mit jeweils
2 moglichen Spinstellungen vorhanden sind. In der

8 P. Lowpin, Phys. Rev. 97, 1491 [1955].
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III. Einschaltung iiber die Summation
im k-Raum

Fiir das in den Abschnitten IV und V folgende
werden die Summationen iiber die £, wegen der als
grol} angenommenen Teilchenzahlen durch Integra-
tionen ersetzt. Es wird nun gezeigt, da} dabei keine
Anteile verloren gehen. die als Beitrdge zur Ober-
flichenenergie zu deuten sind.

Gesamtwellenfunktion kommen alle Impulse bis zu
einem Hochstbetrag k K vor, wobei K durch die kon-
stante Dichte nach Gl. (12) bestimmt ist.

Nun kann der Erwartungswert fiir die Gesamt-
energie gebildet werden
(P|H|D)=}(PIT:| D) +3)

i 'J

(Q‘vu >=(8)

wobei T; die Einteilchenoperatoren der kinetischen
Energie, v;; die Wechselwirkungspotentiale zwischen
2 Teilchen bezeichnen. Die Auswertung der Aus- . N .

= kys ks, kg so. daB} die Betrage aller k kleiner oder

driicke fiir die kinetische und potentielle Energie . e < .
folgt nach einer Einschaltung in den Abschnitten 1V gleih dom Frmsndmpnls K sind. % soil. diess S

und V. mation hier und fir das Weitere bezeichnen. Nun

Wir summieren eine Funktion g (k. k,. k;) tber

wird angenommen, dal} Ly, Ly > L, . d. h. dall nur der Oberfliche senkrecht zur z;-Richtung proportio-
nale Glieder zu betrachten sind. Die Summation tber £, und k5 kann daher sofort durch Integration er-
setzt werden

Z g(ky ko, k) ==L Ly Lym3 \ Ak, g(kl,kg, kg) dk, dkg
k=—K kltkr<K—

mit Ak, gemdl} Gl. (2). Statt des Integrals tiber %k, und k; schrelben wir nun das Produkt aus dem von £,
abhingigen Mittelwert g(k;) innerhalb der betrachteten Kreisscheibe und der Fliche (K?—k*) = dieser

Scheibe. Die Summation tber %k, wird nun nach der EvLerschen Summenformel ausgefiihrt.

K
LiLyLya=3 Ak, g(ky) (K2—k2) 7
I:,——:K

=L,LyLyn2 {

K

=K

Das erste so erhaltene Glied ist dabei volumen-
proportional und gleich dem Ausdruck, der durch
einfache Ersetzung der Summation durch Integration
gewonnen wird. Die folgenden Glieder enthalten ne-
ben wachsenden negativen Potenzen von L, die
Werte der zu integrierenden Funktion bzw.
Ableitungen an den Intervallgrenzen. Der zweite,
oberflichenproportionale Term verschwindet (wenig-
stens fiir reguldres g(k,)) an der Stelle £y =K und
liefert auch keinen Oberflachenbeitrag. wenn K kein
ganzzahliges Vielfaches von Ak, ist, wobei an den
Grenzen fiir k,; das nichstkleinere Vielfache von Ak,
einzusetzen ist. Die weiteren Glieder tragen wegen
der steigenden negativen Potenzen von L; keine
oberflichenproportionalen Anteile mehr bei.

Fiir das Weitere benotigen wir folgende bekannte
Summen, die durch Einfiihrung von Polarkoordina-
ten und Integration gewonnen sind:

1= (47/3) K3 Ly Ly Ly~
k

ihrer

=4/4;  (9)

[ gk (K2 —F?) dby+

" (& k) (R — ) + B ) (B — )y ]
1

a2 2 a\y k=K
+ s o @k (K2 k) 12E w---}-

A ist die Gesamtzahl der Nukleonen des betrachte-
ten Systems; dann ist 4/4 die Zahl der einfach be-
setzten Gitterpunkte des A-Raums in der FermI-
Kugel.
D k= (47a/5) K®L Ly Lya™®
3

(10)
Nexplik T}
3

=473 2L, Ly Ly(r 3sinKr—Kr 2cosKr).

(11)

Aus Gl. (9) findet man fiir den konstanten Wert der
Dichte im Inneren

N S N TS SO |

8L L,L, 3a° 471,

IV. Kinetische Energie

Wir schreiben den Erwartungswert der kineti-
schen Energie fiir den Fall orthogonaler Einteilchen-
Wellenfunktionen an und werten ihn fir die Orts-
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funktion von Gl. (1) aus. Dabei wird angenommen,
daB f(z,) und ihre Ableitung f (z,) fiir |z, | gegen
unendlich nach Null gehen. Den Faktor 4 erhalt man
wegen der vierfachen Besetzung jeder Einteilchen-
Ortsfunktion

(Exin) =4 (k|T|k) (13)
k
=4, Skt o [Uuo)ml

(m = mittlere Masse der Nukleonen).

Das erste Glied ist nach Summation iber Kk pro-
portional zur Teilchenzahl A, das zweite zur Ober-
flache 8 L, L, . Diese einfache Aufspaltung der kine-
tischen Energie und. wie man spéter sieht. auch der
potentiellen Energie ist eine direkte Folge des An-
satzes fiir die Einteilchen-Ortsfunktionen als ein Pro-
dukt von ebenen Wellen und einer fiir alle Werte
von Kk gleichen Abfallsfunktion f(z;). In Arbeiten,
bei denen dies nicht der Fall ist, wie bei SwiaTecxk1 ?,
wird die Oberflachenenergie als Differenz der Ge-
samtenergien zweier Systeme mit gleicher Nukleonen-
zahl definiert, von denen eines am Rand abfallende
Dichte aufweist, wahrend das andere fiir konstante
Dichte berechnet ist. Diese allgemeine Definition
fiihrt nattirlich mit der hier verwendeten Wellen-
funktion zu der angegebenen Aufspaltung in Volu-
men- und Oberflachenenergie.

Nach GIn. (9) und (10) finden wir fiir die kine-
tische Volumenenergie pro Teilchen den bekannten
Ausdruck 5

Ekin = :j N K:Z.
5 2m
Zur Berechnung der kinetischen Oberflichenenergie
beniitzen wir die durch Differentiation von f?(z,)
gewonnene Beziehung

(F @)=, poy (g Pl )

Mit denselben Transformationen wie fiir Gl.(4) und
unter Verwendung von Gl. (5) erhalten wir

ﬂH%Ddﬁ 2[

— 00

(14)

W (@)
w(z)(l—u(z)
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mit ' (z,) als Ableitung von u(x,) nach z;. Der
kinetische Teil der spezifischen Oberflichenenergie
Skin wird dann mit der speziellen Wahl von u(z,)

nach Gl. (6)

2
Sun= o K*a 22,
©2m 6 n*

(15)

Skin multipliziert mit der Flache 8 L, L, gibt die ge-
samte kinetische Oberflachenenergie.

V. Potentielle Energie

Wir stellen die Wechselwirkung zwischen 2 Nu-
kleonen mit den Koordinaten X und x’ als eine
Summe aus einer direkten Kraft und Austausch-
kraften dar

v(x,x") =Vyv(r) (W+MP,+BP,+HP.P,).(16)

V, ist eine Konstante, welche die Tiefe des Potentials
angibt. v(r) bezeichnet ein Zentralpotential, das nur
vom Abstand der Teilchen abhingt (r = |x —x");
P; und P; sind die Orts- und Spinaustauschoperato-
ren. Die Koeffizienten W, M, B, H werden so ge-
wihlt, dafl die Volumenenergie pro Teilchen bei ge-
gebenem K einen gegebenen Wert annimmt und ein
Minimum besitzt. Zur Berechnung des Erwartungs-
werts der Energie konnen wir nur ein Potential ohne
hard-core verwenden. Hier wird mit einem Yukawa-
Potential gerechnet

v(r)=e b7/(br). (17)

Dabei ist 1/b ein Maf} fiir die Reichweite der
Kernkrafte. Experimentell sind die Werte fir b
aus der niederenergetischen Streuung von Nukleo-
nen gefunden ?. Fiir Singulett-S-Streuung ergibt sich

b, =1,030-10'% cm™1
fiir Triplett-S-Streuung
by = 0,725-10% cm™!

In unserer Rechnung kann jeweils nur ein gemein-
samer Wert fiir b beriicksichtigt werden; sie wurde
fir 5=0.77-10¥cm™ und b=1,00-10" cm™!
ausgefiihrt.

Die Auswertung des Erwartungswerts der potentiellen Energie mit der Zweiteilchenwechselwirkung aus
Gl. (16) und der Gesamtwellenfunktion @ gibt dann, etwa nach 1%, einen direkten und einen Austausch-

Antell (Ep0t>: % (W—%’l’[—l—‘l_)B_

+3 (-

9 Zusammenfassung und Literatur: L. HurteEx u. M. Suca-
wara, Hdb. d. Phys. 39, 42 ff.

LH) V, [ [ dxda’v(r) o(x) o(x)
FWAM—-3B+3H) V, [[dxdx'v(r) |o(x,x") 2.

(18)

10 I.. RosenreLp, Nuclear Forces, North-Holland Publishing
Company, Amsterdam 1948, S. 221.
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In den folgenden Gleichungen stehen nach dem ersten Gleichheitszeichen die Definitionen fiir die Dichte
0(x) bzw. die gemischte Dichte 0(x, x’), die nach dem zweiten Gleichheitszeichen fiir unseren Fall gemifl
den Gln. (9). (11) und (12) ausgeschrieben sind

o(x) =4 Y gk (%) ¢ (%) = 00 f2 (23, (19)
®
g(x,x’)=4§_’ k(%) @r(X’) =2a2f(x,) f(z,") (r 3sinKr—Kr2cosKr). (20)
%

Weiter fiihren wir folgende Abkiirzungen ein
C,=3W—-iM+3B-3H)Vy, Co=3%(—1W+M—-LiB+3iH)V,, Fi=v(r) o2

Fo=v(r)da4(r3sinKr—Kr 2cosKr)2
—v(r)4a Ly (r 4+ K2r -7 %cos2Kr—2Kr 3sin2Kr +K>r*cos2Kr)
=v(r) 02(1 -1 K3r24 ...). (21)

F, gibt bis auf eine multiplikative Konstante das Wechselwirkungspotential im direkten Anteil der poten-
tiellen Energie, F, das demgegeniiber modifizierte, d. h. mit der in | 0(x, X”) |2 auftretenden, rasch abfallen-
den Funktion von r multiplizierte Austauschpotential. F, wurde noch in einer fiir die spitere Integration
bequemeren Weise umgeschrieben und weiter die rasch abfallende Funktion fiir kleine r entwickelt, wobei
man sieht, daf} das erste Glied von F, gleich F, ist.

Wir schreiben nun einmal den Erwartungswert der potentiellen Energie von Gl. (18) mit den inzwi-
schen angegebenen Ausdriicken an und zerlegen dann die dabei auftretenden Integrale iiber f?(z;) und
f2(z,") in Integrale iiber einzelne Bereiche [vgl. Gl. (3)]

= L, oo Ly oo
(Epot) = [ day | dwy’ [ day [day [ [ P(xy) P(ay) [CyFy(r) +CoFy(r)] dary dey’ (22)
—oo —L, —oo — Ly =0
L, oo oo L, o 0 =) oo 0 oo
/ 2/dx2'fdx3 [dxs { -/ / —2/ f +4'f/u(x1) u(z,) +4./ fu(xl) —4~//u(x1)
—L, —L, —oo —L; 0 —o0 0 0 —oo 0

oo 0
—4ffu(x1) u(—xll)} ‘[Cy Fy(r) +Cy Fy(r)] dz; dz,’.
0 —oo

Da bei den Integrationen in der z,- und zs-Richtung keine Oberflichenbeitrige von E,,; beriicksichtigt
werden, wird iiber z, und z3 von — ~ bis + oo, iiber z," und 23" von — L, bis L, bzw. — Ly bis L; inte-
griert. Von den Doppelintegralen in der geschwungenen Klammer lauft das erste uber x;, das zweite iiber
x,/. [C;F{(r) +C5Fy5(r)] ist gemeinsamer Integrand aller Integrale. Um zu der zweiten angegebenen
Form zu gelangen, sind wieder Variablentransformationen wie fiir Gl. (4) noétig, wobei zu beachten ist,
daB sie fiir z, und z,” gleichzeitig ausgefiihrt werden miissen, damit r unveridndert bleibt. Ferner wurde be-
riicksichtigt, daBl F;(r) und F,(r) nur innerhalb der Reichweite der Kernkréfte von Null verschieden sind,
weshalb keine Beeinflussung der gegeniiberliegenden Oberflachen eintritt. Anschaulich gewinnt man den
obenstehenden Ausdruck, wenn man Abb. 1 einmal fiir ,, dann fiir z," aufzeichnet und die bei der Inte-
gration iiber die Teilbereiche entstehenden Beitrdge aufschreibt.

Der Erwartungswert der potentiellen Energie wird in Anhang I fiir die spezielle Wahl von u(z) als
Exponentialfunktion berechnet. Mit Yukawa-Potential bekommt man fiir die potentielle Volumenenergie
pro Teilchen

sp0t=C138ﬂKZ:;+C2n_l{6 I[f - K + 17 ‘/+ 1}9)1 (1+ ) 8arct0( bK)} (23)
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und fir den potentiellen Anteil der spezifischen Oberflachenenergie S,. wobei die Glieder in derselben

Weise wie in Gl. (A 3) geordnet sind,

4 D 4 1 4
S'i =iC: KG[_ = + + 2
Pt g 43 p b a®b | (a+b)2a  a’(a+b) (24
4 [ [K*b _ b+6KD 4K\, 2 g 2K\ ]
+C2R32bl_! = — In(1+ z )A‘3K arc tg ( i )J
B 2 b3 < 54 ¢ 2 13 &) 3 p2 2 K5 2 K\]
B 1 Kb_llllx b b+20K20b ]n(1+41§)+401\ b2+32K arctg("‘)
a2 | 60 30 240 b2 120 - ,
1[ K KHa+b)® | (a+b)+12K(a+b)? | [y 4 K2 2 g3 2K
. _ < — a-+b) arctg
‘ u[ 2 12 ‘ 48 n( +(a+b)'3J 3 ' )y a "(a+b”
_ 4 [Ka+b)® _ 11K'(a+b) _ (a+b)°+20 K2(a+b)? 4 K2
== = = e n(l+ ‘ 0)
a 60 30 240 (a+b)2
40 K3(a+b)2+32K5 2K \]\
- 120 ‘““*’laa«b)}f

VI. Berechnung und Diskussion der spezifischen
Oberflichenenergie und der Abfallsbreite

Die Volumenenergie pro Teilchen, die wir jetzt
als Funktion von K betrachten. setzt sich aus dem
kinetischen und potentiellen Anteil zusammen. die
aus den GIn. (14) und (23) einzusetzen sind

“(1\) :Ekin(l\’) +Epot(K)-

Fiir grofles K liefert der direkte Teil der potentiel-
len Energie den Hauptbeitrag. da er mit K? wichst.
Wenn ¢(K) ein absolutes Minimum besitzt, mulf}
dieser Term und damit auch C,; positiv sein. Der
kinetische Anteil ist ebenfalls immer positiv. Das
Austauschglied ist. fiir gleiche Werte der Faktoren
C, und C, betrachtet, immer kleiner als das direkte
Glied und hat dasselbe Vorzeichen wie dieses, da
Fi(r) >Fy(r) fir alle r auler r=0. Damit nun die
Volumenenergie als Funktion von K im Minimum
den experimentellen Wert von &= —15.75 MeV
(siche Anm.?) annimmt. muf} C, negativ und dem
Betrage nach viel grofler als C; sein. Der Wert von
K. bei dem das Minimum eintreten soll, wird aus
Gl. (12) zu 1.4-10713 ¢cm ™! bestimmt. Aus den bei-
den Bedingungen dafiir, dali die Volumenenergie
bei gegebenem K den gegebenen Wert ¢, annimmt
und ein Minimum besitzt. gewinnen wir jeweils fiir
einen bestimmten Reichweiteparameter der Kern-
krifte die Werte fiir C; und C,. Der Grund dafiir,
warum hier nicht die aus der Nukleonenstreuung
und der Deuteronbindungsenergie gefundenen
Werte fiir C; und C, verwendet werden, liegt darin.
dal} mit ihnen keine Sattigung zu erzielen ist.

Die spezifische Oberflachenenergie ist die Summe
von Skip und S;q¢ . die aus den Gln. (15) und (24)

einzusetzen sind 8= Siin + ot
= K1n pot -

Mit den nach oben berechneten Werten fiir C; und
C, und fir eine bestimmte Reichweite der Kern-
krafte ist S nur abhédngig von der zu 1/a proportio-
nalen Dicke der Oberfliche. Im Minimum. das we-
gen der komplizierten Form von S numerisch gefun-
den wird. ergeben sich die mit den Messungen zu
vergleichenden Werte fiir die spezifische Oberflachen-
energie und die Abfallsbreite.

Im Grenzfall verschwindender Reichweite wird
der Ausdruck fiir die spezifische Oberflachenenergie,
die fiir diesen Fall mit S, bezeichnet werde, viel
tbersichtlicher. Das im Anhang II unabhingig vom
speziellen Zentralpotential abgeleitete Ergebnis ist
So= 1" K%a M2 4+ (sum—to) K® . (25)
Fiir 1/a— 0. d. h. plétzlichen Ubergang von kon-
stanter innerer Dichte zur Dichte Null aullen, geht
Siin gegen unendlich. Dies ist zu verstehen. denn die
unendliche Ableitung der Wellenfunktion am Rande
bedingt einen unendlich hohen kinetischen Energie-
beitrag. Fiir 1/a— oc. also immer breiter werdende
Oberfliche, wichst der potentielle Anteil von S,
proportional 1/a. was man unmittelbar in Gl. (25)
erkennt. Bei Entwicklung fiir kleine a sieht man,
daB auch der fiir nichtverschwindende Reichweite
giiltige Ausdruck S;,¢ [Gl. (24)] dasselbe Verhalten
zeigt. Mit wachsender Oberflachendicke wird ndm-
lich die Zahl der schwicher gebundenen Nukleonen
immer grofler; diese Verringerung des Betrages der
negativen Gesamtenergie muf} durch eine zuneh-
mende potentielle Oberflichenenergie hervorgerufen
werden.

In Abb. 2 wird die Abhéngigkeit der spezifischen
Oberflichenenergie von 1/a bzw. der dazu propor-
tionalen Abfallsbreite ¢ dargestellt. S, . das sich
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Abb. 2. Die spezifische Oberflichenenergie S, ihr kinetischer
Anteil Skin und ihr potentieller Anteil Spot als Funktion der
Oberflichendicke ¢ bzw. von 1/a. Die ausgezogenen Kurven
von S und Spot gelten fiir verschwindende Reichweite der
Kernkrifte, d.h. bei b=cc . Die gestrichelten Kurven sind
fiir den Reichweiteparameter 5=1,00-10'3 cm—!, die strich-
punktierten fiir 5=0,77+-10'3 cm—?! berechnet.

fiir verschiedene Reichweiten nur wenig &ndert,
wurde fiir 1/a=0; 0,25; 0,50; 1,00:107% cm be-
rechnet, dazwischen ist zeichnerisch interpoliert. Die
annihernde Linearitat von Syt im Gebiet des Mini-
mums von S liBt die Abfallsbreite der Oberfliache
fiir den hier berechneten Fall mit Yukawa-Potential
unabhingig von der Reichweite der Kernkrifte wer-
den. Gegeniiber den empirischen Werten

S=1,2MeV-1026 cm™2 und t=2,4-10"13 cm
ist die hier gefundene spezifische Oberflichenenergie

um den Faktor 3 zu grofl und die Abfallsbreite um
den Faktor 2 zu klein (siehe Tab. 1).
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Der Grund fiir diese Abweichungen gegentiber den
Messungen liegt sowohl am Verlauf der kinetischen
wie der potentiellen Oberflachenenergie. Sy;, kann
mit den hier verwendeten Wellenfunktionen nie ne-
gativ werden. Swriatecki®, dessen Einteilchen-Orts-
funktionen fiir verschiedene Impulse im Inneren je-
weils am Rande andersartig abfallen, findet negative
kinetische Oberflachenenergie. In einer hoheren Na-
herung als der hier durchgefiihrten ist eine Absen-
kung von Sy, sehr gut moglich. Der hohe Beitrag
der potentiellen Oberflachenenergie wird durch den
grofien Unterschied zwischen den Werten fiir C; und
C, (vgl. Tab. 1), die durch die Volumenenergie fest-
gelegt sind, hervorgerufen. Das hier verwendete Ein-
teilchenmodell liefert mit den aus der Streuung ge-
wonnenen Daten der Wechselwirkung fiir den Volu-
menanteil der Bindungsenergie zu geringe Werte
und keine Sattigung. Daher sind auch fur die Ober-
fliche nicht mit dem Experiment iibereinstimmende
Ergebnisse zu erwarten, wenn wir die Koeffizienten
so bestimmen, dal} der Volumenanteil der Bindungs-
energie richtig wiedergegeben wird. Der Wert der
vorliegenden Untersuchung soll auch nicht so sehr
in einer quantitativen Ubereinstimmung mit den
Messungen bestehen, als darin, dal} hier eine For-
mulierung des Oberflachenproblems gegeben wird,
bei der die Oberflichenenergie und die Dicke der
Oberflachenschicht in einem Variationsverfahren
durch die Zweiteilchen-Wechselwirkungen bestimmt
werden.

Die Rechnungen wurden auch mit einem Kasten-

b Smin tmin C, G, . .
108 em—! MeV-10% em—2 10~Bem  MeV  MeV potential anstatt des Yukawa-Potentials durchge-

- fithrt, wobei man dhnliche Resultate erhalt.

0,77 3,25 1,13 3,81  —42,32

1,00 3,40 1,13 12,18 —78,75 = g 53 gon e "

= 379 113 ~ i ? Herrn Prof. Lipers bin ich fiir die Anregung zu die-
’ ’ ser Arbeit sowie hiufige und fruchtbare Diskussionen

Tab. 1. sehr dankbar.
Anhang 1

Berechnung des Erwartungswerts der potentiellen Energie

Wir schreiben den Erwartungswert der potentiellen Energie nach Gl. (22) fiir die spezielle Wahl von u ()

nach Gl. (6) an

oo L, oo 0

oo L, oo i
<Ep0t> = f d.l‘g f dI2, f dxs f dx3' { f f =D / -+
~e0 Ly —o0; —I; —00

—L, ey i

0

0 occ 0 oo
f e~a(ztz) 19 f fe—aa:l_z ffe—a:tx
0 0

(A1)

0 —o0

< 0
- f j'e_a(‘x‘+z")} “[CLFy(r) +C3 Fy(r)] day day” .
0 —oo

Zur Integration fithren wir folgende Koordinatentransformationen aus

’
Y=y — Xy,

’
2y=Zy+2Zy.

(A2)
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Sie bedeutet je eine Drehung um — /4 und Multipli- z, p
kation mit 2 in den 3 Ebenen (z,,z,"). Die bei der > .

- . v X, N / 7 Xy
Integration in den neuen Variablen auftretende Funk- LY # 4T
tionaldeterminante der inversen Transformation hat den X A d //'

o L p—. R
. : Vi
Wert 1/2. Die Integrale in Gl. (A1) vom Typ f f 7 : %
~00; =i \/{/‘ 7 {
erstrecken sich nach der Koordinatentransformation iiber '\3'/ /// Lﬂ‘
den Bereich zwischen den 2 Parallelen zur z,-Achse in st /./' { N
o0 7 7 Y AN
Abb. 3. Die vom Typ f ’ tiber den waagerecht schraf- ///_/;\( A
0 LA

o
fierten und vom Typ [ j iiber den senkrecht schraffier-
0 —oo
ten Bereich. Nun sind die Integrationen iiber z, unab-
hingig voneinander in kartesischen Koordinaten aus-
fithrbar. Fir die Integration iiber die %, gehen wir zu
Polarkoordinaten iiber: y;=r cos ¥, ys=rsin# cos ¢,
yg=rsin ¥ sin ¢. Dann kann iber ¢, was den Faktor
2 7t gibt, und ¥ integriert werden und wir erhalten nach
lingerer Rechnung

Abb. 3. Die Koordinatenachsen z, und z,” und das durch

Transformation nach Gl. (A 2) gewonnene Koordinatensystem

mit den Achsen y, und z, . Von den drei verwendeten Integra-

tionsgebieten liegt das erste im Gebiet zwischen den Parallelen

zur z,-Achse, die beiden anderen sind durch Schraffierung
markiert.

(Epoty =327 Ly Ly Ly [ r*[C Fy(r) +Cy Fy(r)] dr
, (A3)

+8 L2L3."zf [—rP—4ra24+r?ale % +4ra 2e 2] [C; F,(r) + C3 F5(r)] dr.
0

Hier ist das erste Glied die Volumen-, das zweite die Oberflichenenergie. Der erste Term im oberflichenpropor-
tionalen Integral ist unabhingig von der Dicke der Oberfliche.

Wihlen wir fiir v(r) ein Yukawa-Potential nach Gl. (17), so 1dt sich der Erwartungswert der potentiellen Ener-
gie explizit berechnen. Die so gewonnenen Ausdriicke sind in den Gln. (23) und (24) angegeben. Die Integra-
tion des direkten Anteils (Glieder mit C,; als Faktor) ist leicht auszufiihren. Beim Austauschanteil bilden wir

o0
lim f , um jedes Integral mit F,(r) im Integranden in einzelne Integrale, von denen jedes fiir sich genommen
e—>0 ¢
divergiert, aufspalten zu konnen. Die divergenten Anteile besitzen im wesentlichen folgende Gestalt mit der fiir

kleine ¢ angegebenen Reihenentwicklung (siehe etwa Anm. !)
- f (1/r) exp{(—=b+i2K) r}dr=C—ia+In(—b+i2K) e+0(e),

(C Evrersche Konstante). Die divergierenden Glieder In(—b &) heben sich im Gesamtausdruck gegenseitig weg,
und durch Bildung des Real- und Imaginirteils von In(1—i-2 K/b) treten die In- und arc tg-Funktionen in den
Formeln auf.

Anhang II

Die spezifische Oberflachenenergie fir verschwindende Reichweite der Kernkrdfte

Der Ausdruck fiir die Volumenenergie pro Teilchen wird mit dem kinetischen Anteil aus Gl. (14) und dem
potentiellen aus Gl. (A 3) fiir ein allgemeines Zentralpotential v(r) und nach kleinen r entwickeltem F,(r)

o =]

3 R 8
E=—
9

] 8
,'2ni'K-+ P K3(C1+C2)'/ r’u(r) dr— G K5C2fr4v(r) [1+0(8%)1dr. (Ad)
0 h

Dabei treten Integrale iiber das Produkt von wachsenden geraden (2 n-ten) Potenzen von r und dem Potential
v(r) auf. Jedes dieser Integrale ist der (2 n-+1)-ten Potenz der Reichweite § proportional. Die quadratischen und
hoheren Glieder von f in der eckigen Klammer tragen also zu dem Ergebnis fiir verschwindende Reichweite nicht

11 E. Janxke, F. Expe u. F. Loscn, Tafeln htherer Funktionen, 6. Auflage, B. G. Teubner Verlagsges., Stuttgart 1960.
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bei. Aus den beiden Bedingungen, daf ¢ fiir ein bestimmtes bekanntes K im Minimum den Wert &, annehmen
soll, bestimmen wir nun die Konstanten C; und C, . Diese werden in den fiir kleine r entwickelten Ausdruck von

Spot eingesetzt, der aus Gl. (A 3) gewonnen ist

Sm=eota [ |- 22 +om][@€+er-c,
0

I\:E r2+0(r4)] v(r) dr.

p)

(A5)

Daraus und mit Siin nach Gl. (15) erhélt man im Limes f — 0 das in Gl. (25) angegebene Ergebnis.

Piezowiderstandseffekt in Galliumarsenid *
Von M. ZerssT

Aus dem Forschungslaboratorium der Siemens & Halske AG, Miinchen
(Z. Naturforschg. 17 a, 649—651 [1962] ; eingegangen am 1. Juni 1962)

Die einzelnen Konstanten des Piezowiderstandseffektes in Galliumarsenid wurden aus Messungen
des Widerstandes in Abhidngigkeit von der mechanischen Belastung in verschiedenen Kristallrichtun-
gen bestimmt. Die Ergebnisse werden mit den bekannten Werten von Germanium und Silicium im
Hinblick auf die verschiedene Bandstruktur verglichen.

Unter mechanischer Spannung &ndert sich bei
Halbleitern ebenso wie bei Metallen der elektrische
Widerstand; die Effekte sind jedoch wesentlich gro-
Ber als bei Metallen und daher von besonderem
technischen Interesse. Dariiber hinaus bietet die Un-
tersuchung des Piezoeffektes einen tieferen Einblick
in den Mechanismus der elektrischen Leitfahigkeit
eines Halbleiters und bestatigte z. B. fiir Germanium
und Silicium die Vorstellungen iiber deren Energie-
bandstruktur. Uber entsprechende Untersuchungen
an Galliumarsenid soll hier berichtet werden.

Die an Halbleiter-Einkristallen auftretenden Piezo-
effekte sind anisotrop, d. h. abhéngig von der Kri-
stallrichtung, in der mechanische Spannung und elek-

Anderung der Feldstirke € bei konstanter Stromdichte J
unter mechanischer Spannung

0&={og}]  lse=(dips M= (é) .
Tensor der Tensor der
Widerstandsinderung 4  mechanischen Spannung z
Ad=nz

Verkniipft durch Ty We T2 0 0 O
Bitensor 7 e Myy s 0 0 O
(Tensor 4. Ranges) g |12 T2 A 0 0 O
im kubischen Kristall 0 0 0 @y O O
3 unabhiéngige 0 0 0 0 @y O
Koeffizienten 7y 75 744 0 0 0 0 0 my

Abb. 1. Piezowiderstandseffekt an Kristallen.

* Vortrag zur Physikertagung in Wien 1961.

trisches Feld wirken; somit darf auch der Wider-
stand nicht mehr als Skalar betrachtet werden, wie
vorstehende Abb. 1 zeigt.

Bei konstanter Stromdichte J folgt aus der Ande-
rung der Feldstirke 0€ unter mechanischer Be-
lastung eine Widerstandsidnderung do. Dabei hat do
Tensorcharakter; iiblicherweise betrachtet man je-
doch den dimensionslosen Tensor der relativen Wi-
derstandsanderung 4. Dieser ist mit dem Tensor der
mechanischen Spannung z durch einen Bitensor
(oder Tensor 4. Ranges) verkniipft, der als 7 be-
zeichnet wird. Der Bitensor besitzt im allgemeinen
Fall 36 Koeffizienten, deren Werte vom Koordina-
tensystem abhangig sind. Zweckmifig bezieht man
sie auf ein Koordinatensystem, das durch den Kri-
stall bestimmt ist. Wahlt man als Koordinaten bei
einem kubischen Kristall wie Ge, Si oder GaAs die
drei kristallographischen Hauptachsen [100], [010],
[001], so reduzieren sich die Koeffizienten wegen
der kubischen Symmetrie auf die drei unabhéngigen
Koeffizienten s7,,, 77,5 und 744 . Der Bitensor hat
dann die in Abb. 1 gezeigte Form.

Zur vollstandigen Beschreibung des Piezowider-
standseffektes eines kubischen Kristalls sind somit
diese drei Koeffizienten zu bestimmen. Aus Messun-
gen der Widerstandsanderung in verschiedenen Kri-
stallrichtungen wurden diese Koeffizienten nach den
von Swmrrh ! angegebenen Mef3- und Auswerteverfah-
ren an n- und p-leitenden Galliumarsenid-Einkristal-
len ermittelt (vgl. Tab. 1), die freundlicherweise

1 C. S. Smrtn, Phys. Rev. 94, 42 [1954].



